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• 自然界中很多问题的描述，在数学中往往都归结为常
微分方程的求解问题。

常微分方程的数值解

• 例如天文学中研究星体运动、空间技术中研究物体飞
行、物理学中研究单摆的运动等，都需要求解常微分
方程。
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虽然求解微分方程有许多解析方法,但解析方法通常只能
够求解一些特殊类型的方程或微分方程的一些特殊的情
况。从实际意义上来讲我们更关心的是某些特定的自变
量在某一个定义范围内的一系列离散点上的近似值。

o
0 5 s inq q q£   »当 时，

..
m sinL mgq q= -

0( ) cos , /t t g Lq q w w=   =

单摆运动可以用如下常微分方程描述

其解析解为

当 很大时，上述常微分方程没有解析解，必须借助数
值方法求解该方程，以描述单摆的运动。
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以物理学中常见的一个常微分方程（用于描述一维运动粒
子）为例
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一组M个耦合的一阶常微分方程可表示为
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= x 是自变量
是一组M个因变量y

因此，只要详细地讨论一阶常微分方程的数值方法就可
以了!
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一般地，n 阶常微分方程，通过引入若干辅助函数可以写
成 n 个耦合的一阶常微分方程。
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常微分方程的分类

本征值问题边界值问题初值问题

给定待求函数在某

个初始点上的值

在自变量的两个端点

上对待求函数施加约

束，如函数值约束、

导数值约束…

一类特殊的含有参数

的边值问题。只有在

参数取特定值时，方

程才有非零解
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初值问题的提法
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数值问题的提法：求节点xk处的近似值 yk ，步长hk= xk+1- xk，
为了方便，常取h不变，这样 N=(b-a)/h 。

策略

1)  离散化：将区间 [a, b] 分为 N 个等间隔的子区间，每个区
间宽度为 h=(b-a)/N

2) 寻找一个递推关系: 把 yn同 {yn-1, yn-2, …}联系起来。



Chenwei Jiang, Xi’an Jiaotong University, 2019

Computational Physics

一、简单方法

向前差分(商)

î
í
ì

=
++=+

 )(
)(),(

00

2
1

yxy
hOyxhfyy nnnn

—— Euler法1, 2 , ,n N= 

0 0
0

( ) ( )( ) ( )f x h f xf x O h
h

+ -¢ = +

1. Euler法

2 3
4

0 0 0 0 0( ) ( )+ ( ) ( )+ ( ) ( )
2 6
h hf x h f x hf x f x f x O h¢ ¢¢ ¢¢¢+ = + +

局部误差为 O(h2)

全局误差为 NO(h2)≈O(h)

精度太低！

2
0 0 0( ) ( ) ( ) ( )f x h f x h f x O h¢+ = + +

通过欧拉方法的讨论

弄清常微方程初
值问题数值解法
的一些基本概念
和构造方法的思

路.
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欧拉法的几何意义
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/ ; ( 0 ) 1d y d x x y y= -  =

用Euler法求解y(1)与y(3)的值，采用不同步长h，并

与精确值比较，计算误差大小。

见Matlab程序
chapter2_exam
ple_1_Euler.m

解答：方程的精确解为

2 / 2xy e -=

例题1. 考虑下述常微分方程（一阶常微分方程）和初值条件

dy xdx
y
= -
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牛顿动力学方程（二阶常微分方程）

一维运动粒子的方程为 ),(
d
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用欧拉法写出具体的递推关系 ),(1 nnnn yxh fyy +=+

ï
ï
î

ïï
í

ì

=

=

),(
d
d
d
d

txf
t
p

m
p

t
x

î
í
ì

+=
+=

+

+

),(
/

1

1

nnnn

nnn

txhfpp
mhpxx

欧拉法的Matlab实现

for n = 1:N
x(n+1) = x(n) + h * p(n) /m
p(n+1) = p(n) + h * f(x(n), t(n))

end

标
量
形
式
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见Matlab程序
chapter2_example_2_harmonic_oscillator.m

例题2. 一维运动粒子的方程为
2

2

d
d
xm kx
t

= -

0 05; 0x p= =初始条件：

其中振幅A与初始相位由初始条件决定。

2 2 2
0 0

1 1 1
2 2 2
kx mv kA+ =

0cos( ) cos( )kx A w t A t
m

f f= + = +其精确解为：

0 0s in ( )p m Aw w t f= - +

1
0= co s ( / )x Af -
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2. 泰勒级数法

这个公式在已知 f 的解析形式时很好用。阶数增大时，变得复杂。

将 yn+1在 yn附近做泰勒展开
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局部误差为 O(h3) 全局误差为 NO(h3)≈O(h2)
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练习：推导三阶泰勒级数法
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/ ; ( 0 ) 1d y d x x y y= -  =
用Euler法与二阶泰勒级数法求解y(2)的值，采用不
同的步长h，并与精确值比较，计算误差大小。

见Matlab程序
chapter2_example_3_Euler_Taylor.m

解答：方程的精确解为
2 / 2xy e -=

例题3. 考虑下述微分方程和初始条件

2 3
1

2 2 3

1 [ ] ( )
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1= - [ ] ( )
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y y hf h f f f O h
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通常，建立微分方程的数值算法，有两条途径
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(1) 用数值微分的两点公式 替代微分方程
左边的一阶微商；如Euler法。

(2) 从x →x+k积分恒等式y'(t)= f (t, y(t))，得

下面我们通过第二条途径推导其他数值算法
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二. 多步法和隐式法
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我们用 xn 和 xn-1 点上的 y 值来提供 f 在所需区间[xn , xn+1 ]上
的一个线性外插值

其中

—— Adams-Bashforth二步法
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将（2）带入（1）式，并对x积分可得：
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推导时注意：xn+1-xn=xn-xn-1=h

对方程 作一步精确积分
多步法
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Lagrange
线性插值：
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若以 fn , fn-1 , fn-2 , fn-3 的拟合多项式来外插（四次Lagrange插
值）, 得Adams-Bashforth四步法

)()9375955(
24

5
3211 hOffffhyy nnnnnn +-+-+= ---+

单单关于y0的值无法启动上述多步法，该方法的启动需要通过
其他方法（如Euler法，泰勒级数法等）获得多个f 值。

见Matlab程序
chapter2_example_4_Adams_Bashforth.m

用Adams-Bashforth二步法求解y(2)的值，采用不用的步长
h，并与精确值比较，计算误差大小。用Euler法或泰勒级
数法产生启动递推关系所需要的y值。

/ ; ( 0 ) 1d y d x x y y= -  =
例题4. 考虑下述微分方程和初始条件
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在区间 [xn , xn+1] 上过 fn， fn+1 两点对 f 做线性插值，得

带入积分公式

得

下面来推导一个典型的隐式法：Adams-Moulton二步法

隐式法

对方程 ),(
d
d yxf
x
y
= 作一步精确积分
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上式中等号两边都有yn+1项，因此称为隐式法。
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我们用 fn-1,  fn 和 fn+1三点上作二次多项式插值
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—— Adams-Moulton二步法

代入积分公式，从 xn → xn+1 上对 f 作积分, 得
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先通过显式法“预报”一个 yn+1的值，然后利用隐式法来校正
得到一个更精确的值。这样的算法有个优点，它可以持续监控
积分的精度。

隐式法: 不能直接使用，它通常用在预报校正算法中

多步法：最初几个格点的启动值需要通过其它的方法如欧拉

法、泰勒级数法来获得

)()5199(
24

5
2111 hOffffhyy nnnnnn ++-++= --++

同样方法用三次多项式插值，可得三步法公式

—— Adams-Moulton三步法

Adams-Moulton二步法与三步法都既是多步法又是隐式法
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隐式法意味着在每一个积分步都必须解一个方程，会非常

耗时。

Adams-Moulton三步
法

一个常常使用的具有局域误差 O(h5) 的预报校正算法：

显式的Adams-
Bashforth 四步法

隐式算法的“预估-校正”思想可以帮助我们推导出著
名的Runge-Kutta方法。
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三、Runge-Kutta方法

(2) 要得到高阶方法的一个直接想法就是用Taylor展开，
但这必须计算 y 的高阶微商，而一般情况下，求 f(x,y) 
的微商相当麻烦，因此需寻求一种不求高阶微商的方
法。

问题的提出

(1) 隐式算法的预估-校正，多步法的启动都需要我们寻求
一种高阶的单步算法。
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思想：从欧拉法说起
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d
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在子区间 [xn,  xn+1] 将微分方程写成积分形式

ò
++=+
1 d))(,(1

n

n

x

xnn xxyxfyy

中值定理

î
í
ì

++=
+=+

))(,(
1

hxyhxfK
hKyy

nnave

avenn

qq

平均斜率

欧拉法就是用 xn 点的斜率近似 [xn,  xn +1]区间的平均斜率 Kave

),(1 nnnn yxh fyy +=+
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改进的欧拉法 ─ 梯形公式

用 xn,  xn+1 两点斜率K1和K2的平均值来近似区间[xn,  xn+1]
的平均斜率

)(
2 211 KKhyy nn ++=+

但是由于 yn+1 待定，因此需要做“预报”，即“预估-校
正”。
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Euler法，
预估yn+1

对预估
值做校

正

上述算法即Euler法与隐式法的结合。

隐式法3
1 1 1[ ( , ) ( , )] ( )

2n n n n n n
hy y f x y f x y O h+ + += + + +
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考察改进的欧拉法，可以将其改写为：

1 1 2

1

2 1

1 1
2 2

( , )
( , )

n n

n n

n n

y y h K K

K f x y
K f x h y hK

+
é ù= + +ê úë û

=
= + +

斜率
一定取K1 K2 
的平均值吗？

步长一定是一个h 吗？

Runge-Kutta法
的基本思想
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通过求不同点上的函数值，作线性组合，构造近似公
式，把近似公式和解的Taylor展开式相比较，使其前
面若干项相吻合，从而得到相应的高阶方法。

基本
思想
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参数li , ci , aij 选取的原则是要求(☼)的右端在(xn , yn )处作
Taylor展开后，按 h 的幂次重新整理

与微分方程的解y(x)在xn点处的Taylor展开式

有尽可能多的项重合。

(☼)

表示用y(xn )计算
得到的近似值
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现在来确定l1 , l2 , c2 , a21 

以计算两个函数值的情况为例

)(1 nn xyfK ¢==
二元函数的泰勒展开：
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y(xn+1)在xn处作Taylor展开

)()(
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)( 3
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1 hOfffhhfyhxyy yxnnnn ++++=+=+

2/1    ,1    ,1 222 121 ===+ ca lll
显然，满足上述关系的l1 , l2 , c2 , a21 有无穷多组。

比较得

1    ,1    ,2/1 22 121 ==== call选取
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Euler法的梯形公式
二阶Runge-Kutta法
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二阶Runge-Kutta法与二阶泰勒级数法比较

可以看出，相比二阶泰勒级数法而言，二阶Runge-
Kutta法适用性更广，使用也更为方便。
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三阶Runge-Kutta法

1 1 1 2 2 3 3
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2 2 2 21 1

3 3 3 31 1 3 32 2
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二元函数的泰勒展开：
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y(xn+1)在xn处作Taylor展开
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将上式中的K2替换掉，注意略去导致最终展开式中的O(h4)项
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选取
1 2 3

2 3

21 31 32

1 / 6; 4 / 6; 1 / 6;
1 / 2; 1
1; 1; 2

c c
a a a

l l l= = =
= =
= = - =

可得三阶Runge-Kutta法

1 1 2 3

1

2 1

3 1 2

1 ( 4 )
6

( , )
( / 2, / 2)
( , ( 2 ))

n n

n n

n n

n n

y y h K K K

K f x y
K f x h y hK
K f x h y h K K

+ = + + +

=

= + +

= + + - +

1 2 3 2 2 3 3

2 2 21 3 3 31 3 3 32

=1; 1 /
.....

2;
1 / 2;

c c
c a c a c a

l l l l l
l l l
+ + + =

+ + =
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经典四阶R-K方法（略去繁琐的推导）

)()22(
6

5
43211 hOKKKKhyy nn +++++=+

ï
ï
ï

î

ï
ï
ï

í

ì

++=

++=

++=

=

),(

)
2

,
2

(

)
2

,
2

(

),(

34

23

12

1

hKyhxfK

KhyhxfK

KhyhxfK

yxfK

nn

nn

nn

nn

通常认为四阶R-K法在效率和精度间达到了最好的平衡！
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注：
F 龙格-库塔法的主要运算在于计算 Ki 的值，即计算 f 的

值。Butcher 于1965年给出了计算量与可达到的最高精
度阶数的关系：

753

可达到的最高精度

642每步须算Ki 的个数

)( 2hO )( 3hO )( 4hO )( 5hO )( 6hO)( 4hO )( 2-nhO

8³n

F由于龙格-库塔法的导出基于泰勒展开，故精度主
要受解函数的光滑性影响。对于光滑性不太好的
解，最好采用低阶算法而将步长h 取小。
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写出用4阶经典R-K法求初值问题例题5：

的计算公式。并取步长 h=0.2，计算y (0.4)的近似值

   
2)0(

38

0î
í
ì

==
-=¢

yy
yy

nnnn yKhyKhyhxfK 1.26.5)
2

(38)
2

,
2

( 112 -=+-=++=

yyxf 38),( -=

nnn yyxfK 38),(1 -==

nnnn yKhyKhyhxfK 37.232.6)
2

(38)
2

,
2

( 223 -=+-=++=

nnnn yh KyhKyhxfK 5 7 8.12 0 8.4)(38),( 334 -=+-=++=

)22(
6 43211 KKKKhyy nn ++++=+

nn yy 0 .5 4 9 41 .2 0 1 61 +=+

先获得递推关系式
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nn yy 0 .5 4 9 41 .2 0 1 61 +=+

1 01 .2 0 1 6 0 .5 4 9 4 1 .2 0 1 6 0 .5 4 9 4 2 2 .3 0 0 4y y= + = + ´ =

2 11 .2 0 1 6 0 .5 4 9 4 1 .2 0 1 6 0 .5 4 9 4 2 .3 0 0 4 2 .4 6 5 4y y= + = + ´ =

21 0 0 11 0 11
0.2( , ) 8 3( ) 8 3(2 2) 1.4

2 2 2 2
h h hK f x y K y K= + + = - + = - + ´ =

yyxf 38),( -=

1 1 0 0 0( , ) 8 3 2K f x y y= = - =

31 0 0 21 0 21
0.2( , ) 8 3( ) 8 3(2 1.4) 1.58

2 2 2 2
h h hK f x y K y K= + + = - + = - + ´ =

4 1 0 0 3 1 0 3 1( , ) 8 3 ( ) 8 3 ( 2 0 .2 1 .5 8 ) 1 .0 5 2K f x h y hK y hK= + + = - + = - + ´ =

1 0 11 21 31 41( 2 2 )
6

0.2   2 (2 2 1.4 2 1.58 1.052) 2.3004
6

hy y K K K K= + + + +

= + ´ + ´ + ´ + =

逐点求解（即程序计算采用的方法）
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22 2 2 12 1 12( , ) 8 3 ( )
2 2 2

0.2                                          8 3 (2.3004 1.0988) 0.76916
2

h h hK f x y K y K= + + = - ´ +

= - ´ + ´ =

yyxf 38),( -=

1 2 1 1 1( , ) 8 3 8 3 2 .3 0 0 4 1 .0 9 8 8K f x y y= = - = - ´ =

32 1 1 22 1 22( , ) 8 3( )
2 2 2

0.2                                          8 3 (2.3004 0.76916) 0.868052
2

h h hK f x y K y K= + + = - +

= - ´ + ´ =

42 1 1 32 1 32( , ) 8 3( )
                                        8 3 (2.3004 0.2 0.868052) 0.5779688
K f x h y hK y hK= + + = - +

= - ´ + ´ =

2 1 12 22 32 42( 2 2 ) 2.4654
6
hy y K K K K= + + + + =
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3 0 0 7 9 2 2 4 3.2)2.0( =y

xey 3

3
2

3
8 --=精确解

4 6 5 8 7 0 5 2 5.2)4.0( =y

H=0.010000
Y1=2.019703,Y2=2.038824,
Y3=2.057379,Y4=2.075386
Y5=2.092861,Y6=2.109820,
Y7=2.126277,Y8=2.142248

H=0.050000
Y1=2.092861,Y2=2.172787,
Y3=2.241580,Y4=2.300791,
Y5=2.351755,Y6=2.395619,
Y7=2.433374,Y8=2.465869

H=0.100000
Y1=2.172775,Y2=2.300773,
Y3=2.395599,Y4=2.465850

H=0.200000
Y1=2.300400,Y2=2.465440

见Matlab程序
chapter2_example_5_RK.m
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常微分方程初值问题数值解法小结

î
í
ì

=
++=+

 )(
)(),(
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2
1

yxy
hOyxhfyy nnnn —— Euler法

3
1 1 2

1

2 1

( )+ ( )
2

( , )
( , ))

n n

n n

n n

hy y K K O h

K f x y
K f x h y hK

+
ì = + +ï
ï

=í
ï = + +ï
î

2 3
1

1 [ ] ( )
2

( , )
d ( , )
d

n n n x y n

n n n n

n n n

y y hf h f f f O h

y f x y f
f f y f fy f x y f

x x y x x y

+

ì
= + + + +ï

ïï ¢ = ºí
ï ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ï ¢¢ = = + = +

¶ ¶ ¶ ¶ ¶ïî

—— 改进的Euler法-梯形公式
（二阶Runge-Kutta算法）

——二阶泰勒
级数法

0
0

d ( , )
d
y
x

y f x y
x

y

=

=
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5
1 1 2 3 4

1

2 1

3 2

4 3

( 2 2 ) ( )
6

( , )

( , )
2 2

( , )
2 2

( , )

n n

n n

n n

n n

n n

hy y K K K K O h

K f x y
h hK f x y K

h hK f x y K

K f x h y hK

+
ì = + + + + +ï
ï

=ï
ïï = + +í
ï
ï = + +ï
ï

= + +ïî

常微分方程初值问题数值解法小结

—— 四阶经典Runge-Kutta法
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例6用Euler法、二阶泰勒级数法，Euler法的梯形公式以及
经典四阶Runge-Kutta法分别求解下述常微分方程

的数值解，取h=0.1，并与精确值比较。方程的解析解为:

2 0 1

(0) 1

xy y x
y

y

ì ¢ = - £ £ï
í
ï =î

xy 21 +=

见Matlab程序
chapter2_example_6_Euler_Taylor_Tri_RK.m
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bxa

zaz
yay

zyxg
dx
dz

zyxf
dx
dy

££

ï
ï
ï

î

ïï
ï

í

ì

=
=

=

=

    ,   

)(
)(

),,(

),,(

0

0

Euler公式

î
í
ì

+=
+=

+

+

),,(
),,(

1

1

nnnnn

nnnnn

zyxhgzz
zyxhfyy

高阶常微分方程总可以通过引入辅助变量，转化成一阶
常微分方程组，以两个方程组成的方程组为例
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四阶经典Runge-Kutta公式

1
1 2 3 4

1

( 2 2 )
6

n n

n n

y y h K K K K
z z

+

+

æ ö æ ö
= + + + +ç ÷ ç ÷

è ø è ø

1

(1) (2)
1 1

2
(1) (2)
1 1

( , , )
( , , )

( , , )
2 2 2

( , , )
2 2 2

n n n

n n n

n n n

n n n

f x y z
K

g x y z

h h hf x y K z K
K

h h hg x y K z K

æ ö
= ç ÷
è ø
æ ö+ + +ç ÷

= ç ÷
ç ÷+ + +ç ÷
è ø

(1) (2)
2 2

3
(1) (2)
2 2

( , , )
2 2 2

( , , )
2 2 2

n n n

n n n

h h hf x y K z K
K

h h hg x y K z K

æ ö+ + +ç ÷
= ç ÷
ç ÷+ + +ç ÷
è ø

(1) (2 )
3 3

4 (1) (2 )
3 3

( , , )
( , , )

n n n

n n n

f x h y hK z hK
K

g x h y hK z hK
æ ö+ + +

= ç ÷
+ + +è ø

表示 的第一个元素(1)
1K 1K
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• 例题7（高阶常微分方程的Runge-Kutta法求解）

chapter2_example_7_erbianliang_RK_test_1.m
chapter2_example_7_erbianliang_RK_test.m
chapter2_example_7_erbianliang_RK_test_2.m
chapter2_example_7_erbianliang_RK.m

5
1 1 2 3 4

1

2 1

3 2

4 3

( 2 2 ) ( )
6

( , )

( , )
2 2

( , )
2 2

( , )

n n

n n

n n

n n

n n

hy y K K K K O h

K f x y
h hK f x y K

h hK f x y K

K f x h y hK

+
ì = + + + + +ï
ï

=ï
ïï = + +í
ï
ï = + +ï
ï

= + +ïî

比较不同

算法程序
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''' ''

'

''

(1) 8
(1) 7
(1) 4

y y x
y
y
y

ì - =
ï =ï
í

=ï
ï =î

例题7-2. 用Euler法和经典四阶R-K算法求解下述常
微分方程

对上述方程进行降阶，令 ' "
1 2 3, ,y y y y y y=   =   =

'
1 2 1
'
2 3 2
'
3 3 3

(1) 8
(1) 7
(1) 4

y y y
y y y
y y x y

ì =                =
ï

=                =  í
ï = +          =î

chapter2_example_7_2_sanbianliang_RK.m
chapter2_example_7_2_sanbianliang_RK_test.m

其解析解为：
3 2

1 12.5 6
6 2 6

xx xy x e -= - - + + +
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已知两个耦合的马达满足如下方程组：

初始条件为：t=0时，y1=1；dy1/dt=2；y2=0；
dy2/dt=5；
利用经典四阶Runge-Kutta法求解上述方程组，画
出位移y1，y2和速率dy1/dt, dy2/dt随时间的演化
关系图。

2
1 1 1 2

12

2
2 2 2 1

22

d d d d0.2( ) sin sin
d d dd

d d d d0.2( ) cos sin
d d dd

y y y y y t
t t tt

y y y y y t
t t tt

ì
+ + - = +ïï

í
ï + + - = +ïî

例题7-3.

chapter2_example_7_3_four_x_RK.m
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§4  收敛性与稳定性
Ø 1.收敛性

定义 若某算法对于任意固定的 x = xi = x0 + i h，当 h®0
( 同时 i ®¥) 时有 yi® y( xi )，则称该算法是收敛的。

例：就初值问题 考察欧拉公式的收敛性。
î
í
ì

=
=¢

0)0( yy
yy l

解：该问题的精确解为 0( ) xy x y el=

欧拉公式为 1 (1 )i i i iy y h y h yl l+ = + = + 0(1 )iiy h yl= +

对任意固定的 x = xi = i h ，有
/ 1/

0 0(1 ) [(1 ) ]i ix h xh
iy y h y h lll l= + = +

eh h

h
=+

®

ll /1

0
)1(lim

0 ( )ix
iy e y xl =® ü
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Ø 2. 稳定性
例8：考察初值问题 在区间[0, 0.5]上的解。

分别用欧拉公式和改进的欧拉公式计算数值解（h=0.1）。

( ) 30 ( )
(0) 1
y x y x
y
¢ = -ì

í =î

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5

精确解改进欧拉法欧拉公式节点 xi
xey 3 0-=

1.0000
-2.0000
4.0000
-8.0000
1.6000´101

-3.2000´101

1.0000
2.5000
6.2500

1.5626´101

3.9063´101

9.7656´101

1.0000
4.9787´10-2

2.4788´10-3

1.2341´10-4

6.1442´10-6

3.0590´10-7

见Matlab程序
chapter2_example_8_stable_Euler_tri.m

chapter2_example_8_stable_Euler_tri_RK.m

随着x值变大，误差越来越大What is wrong ??!
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)(),(2 3
11 hOyxh fyy nnnn ++= -+

h
fff

2
11 -+ -

»¢以对称差分(中心差分)近似

   
1

d
d

0
ïî

ï
í

ì

=

-=

=x
y

y
x
y

xey -=

来逼近 y' = f (x, y)中的导数，可得到由三项构成的一个递推关
系(二阶方法)

用于例9

取步长 h=0.2  or  0.1， 0 n1,   ?y y= = 1 2 3
 11 ( )

2

he
y

h h O h

-ì
ï= í
- + +ïî

稳定性的另一个例子

其精确解为

Euler公式从向前差分公式获得，如果从其他差分形式出发

多步法

分别用Euler法和上述多步法求解
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见Matlab程序
chapter2_example_9_stable.m
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定义 若某算法在计算过程中任一步产生的误差在以后
的计算中都逐步衰减，则称该算法是绝对稳定的。

一般分析时为简单起见，只考虑试验方程

yy l=¢
常数，可以

是复数

对于给定步长h>0，在计算 yn 时引入了误差rn ，若这个误
差在计算后面的yn+i (i=1,2,…) 中所引起的误差按绝对值均
不增加，就说该数值方法对于这个步长 h 和l 常数是绝对
稳定的。为保证方法的绝对稳定，步长 h 和l 就有其相应
的允许范围，称其为该方法的绝对稳定区域。
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nnn h yyy l+=+1

)1(1 hnn lrr +=+ hnn lrr +=+ 1/1

11 £+ hl

以Euler方法为例

误差方程

绝对稳定区域

对于例8中的存在的误差增大现象， = -30l
绝对稳定区域为 1-30 1h £

h=0.1显然不在其绝对稳定区域内，可尝试h=0.05

0 1 / 1 5h£ £

nnn h yyy 211 -= -+

在例9中，当我们使用中心差分推得的递推公式时，
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nnn hrrr 211 -= -+
h

n

n

n

n 211 -=- -+

r
r

r
r

h
K

K
n

n 21
1 -=-+

0122 =-+ nn hKK

21 hhK n +±-=

11 2 £+±- hh

由此，不论 h 取多少，都不能保证绝对稳定。

误差方程为

令
1-

=
n

n
nK r

r

Kn+1 ~ Kn

推导四阶经典R-K算法的绝对稳定区域
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2 3 4

1 1 2 3 4

2 3 4

1

( ) ( ) ( )( 2 2 ) [1 ( ) ]
6 2! 3! 4!

( ) ( ) ( )[1 ( ) ]
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n n n
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h h h hy y k k k k h y

h h hh
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= + + + + = + + + +
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2

2 2 3
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2 2 3 3 4
4
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2
1 1( )
2 4

1 1( )
2 4

n
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k h h h y

l

l

l l

l l l

l l l l

=
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ï
ï = + + +ïî

以经典 法为例 应用于实验方程 有

5
1 1 2 3 4

1

2 1

3 2

4 3

( 2 2 ) ( )
6

( , )

( , )
2 2

( , )
2 2

( , )

n n

n n

n n

n n

n n

hy y K K K K O h

K f x y
h hK f x y K

h hK f x y K

K f x h y hK

+
ì = + + + + +ï
ï

=ï
ïï = + +í
ï
ï = + +ï
ï

= + +ïî
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1| | | | , :n nr r+ £由 稳 定 性 要 求 于 是 得 绝 对 稳 定 区 域 为

见Matlab程序
chapter2_example_8_RK.m

chapter2_example_8_stable_Euler_tri_RK.m

以例8为例求经典四阶R-K算法的绝对稳定区域

2 3 4( ) ( ) ( )| 1 ( ) | 1
2! 3! 4!
h h hh l l ll+ + + + £

, : 2.78 0,
, , ,

.

h
h h

l l
l

- < <当 为负实数时 可得绝对稳定区域

因此 当 的绝对值较大时 步长 限制很大 即 必须

很小才能保证算法稳定性
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Matlab中的常微分方程求解指令

• ode45解非刚性微分方程,中等精度,使用Runge-Kutta法的四、
五阶算法。

• ode23解非刚性微分方程，低精度,使用Runge-Kutta法的二、
三阶算法。

• ode113解非刚性微分方程，Adams-Bashforth-Moulton 
PECE法。

• ode23t解中等的刚性微分方程，使用自由内插法的梯形法则。
• ode15s解刚性微分方程，使用可变阶次的数值微分(NDFs)
算法。

• ode23s解刚性微分方程，低阶方法，使用修正的Rosenbrock
公式。

• ode23tb解刚性微分方程，低阶方法，使用TR-BDF2方法.

注：常微分方程分为“刚性的”和“非刚性的”。刚性的是指其
Jacobian矩阵的特征值相差十分悬殊。二者对步长选择的要求不同。
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ode45命令使用的语句格式如下：（其余指令用法类似）

ode45的使用步骤：
（1）编写计算导数的M函数文件，该函数的输出量是“一
阶导数向量Y’ ”，输入量是自变量和函数量Y；函数体描述
一阶方程组右边的表达式。
（2）给定解方程的条件与要求
（3）调用指令求解并处理结果

[T,Y]=ode45(odefun,tspan,y0,options)，其中

odefun为要求解的常微分方程的函数句柄；
tspan为单调递增或递减的积分区间，如[1,8];
y0为初始条件矢量，其中矢量元素的排列顺序要求与函数
中的元素顺序一致；
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例6.用Matlab自带指令求解下述常微分方程

的数值解，并与精确值比较。方程的解析解为:

2 0 1

(0) 1

xy y x
y

y

ì ¢ = - £ £ï
í
ï =î

xy 21 +=
见Matlab程序

chapter2_example_6_Matlab.m

options为用odeset建立的优化选项，可以略去采用默认选项
T是输出的时间列矢量，矩阵Y的每个列矢量是解的一个分
量。
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• 例题7 用Matlab自带指令求解下述常微分方程

见Matlab程序
chapter2_example_7_erbianliang_Matlab.m
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''' ''

'

''

(1) 8
(1) 7
(1) 4

y y x
y
y
y

ì - =
ï =ï
í

=ï
ï =î

例题7-2. 用Matlab自带指令求解下述常微分方程

对上述方程进行降阶，令 ' "
1 2 3, ,y y y y y y=   =   =

'
1 2 1
'
2 3 2
'
3 3 3

(1) 8
(1) 7
(1) 4

y y y
y y y
y y x y

ì =                =
ï

=                =  í
ï = +          =î
chapter2_example_7_2_sanbianliang_Matlab.m

其解析解为：
3 2

1 12.5 6
6 2 6

xx xy x e -= - - + + +



例 1. 强迫钟摆

一根长度为 l 的钟摆被限制在一垂直的平

面内，在强迫外力 fd 和阻力 fr 的作用下

振荡运动。钟摆的运动可以通过 Newton 

方程来描述

其中 fg = -mg sinθ 是重力在运动方向

的分力，a=l d2 θ/dt2 是沿切线方向的

加速度， θ 是杆和垂线的夹角。

四、动力学中的有序和混沌



那么 Newton 运动方程就可以写成如下形式

假设强迫外 力为 , 

阻力为

并且取 (l/g)1/2 为时间单位。

其中
微分方程降

阶



该运动方程就可以化为一阶方程组

设

见Matlab程序
DrivenPendulum.m

利用四阶RK算法求解上述方程组



q=0,b=0, t=50，初始角度小于5o。即无阻尼，小角度释放的
情况，钟摆运动是一个简谐运动。

杆和垂线的夹角、角

速度随时间演化过程

角速度与夹角的轨迹

0 0( ) co s = co st t tq q w q=

与解析结果的比较，注意时间单位为(l/g)1/2

见Matlab程序
DrivenPendulum_case1.m



杆和垂线的夹角、角

速度随时间演化过程

角速度与夹角的轨迹

q=0,b=0, t=50，初始角度为160o。即无驱动，无阻尼，大角
度释放的情况。

显然钟摆运动不再是简谐运动,但仍是周期运动。

见Matlab程序
DrivenPendulum_case2.m



初始角度与周期的关系如何？

见Matlab程序
dirven_pendulum_duration.m
dirven_pendulum_duration2.m



当初始摆角为180o时，单摆的运动如何?

单摆做旋转运动，由初速度决定运动状态
见Matlab程序

DrivenPendulum_case3.m



q=0.2,b=0, ω0 =2/3, t=50。即无驱动，有阻尼的情况。

杆和垂线的夹角、角

速度随时间演化过程

角速度与夹角的轨迹

在这种情况下,钟摆运动将逐步变慢直到停止。

见Matlab程序
DrivenPendulum_case4.m



q=0.5,b=0.9, ω0 =2/3, t=100。即小驱动，有阻尼的情况。

杆和垂线的夹角、角

速度随时间演化过程

角速度与夹角的轨迹

在这种情况下,钟摆运动将逐步稳定于一个有序的周期运动

见Matlab程序
DrivenPendulum_case5.m



q=0.5, b=1.15, ω0 =2/3, t=1000，即大驱动，有阻尼的情况。

杆和垂线的夹

角、角速度随

时间演化过程

角速度与夹角

的轨迹

在这种情况下钟摆运动是一个无序运动,呈现出分形的特征
无阻尼，大驱动情况的结果如何？

见Matlab程序
DrivenPendulum_case6.m



例题2. 简谐振子的运动方程为
2

2

d
d
xm kx
t

= -

0 05; 0x p= =初始条件：

其中振幅A与初始相位由初始条件决定。

2 2 2
0 0

1 1 1
2 2 2
kx mv kA+ =

0cos( ) cos( )kx A w t A t
m

f f= + = +其精确解为：

0 0s in ( )p m Aw w t f= - +

1
0= co s ( / )x Af -



采用降阶处理，运
动方程化为：

21, 4m k p=  = -

2

d /
d
d 4
d

x p m p
t
p kx x
t

p

ì = =ïï
í
ï = - = -
ïî

见Matlab程序
chapter2_harmonic_oscillator_RK.m

令

利用四阶Runge-Kutta算法可以数值求解运动方程

21, 4m k p=  = -令

上述方程对应于一个周期为1的简谐振动。



驱动力

2

p2

d cos
d
xm kx F t
t

w= - +

m
k

=0w mFf =

2
2
0 p2

d cos
d
x x f t
t

w w+ =

0 pcos( ) 'cosx A t A tw f w= + +

2 2
0 p

' fA
w w

=
-

例3. 简谐振子的受迫振动

无阻尼情况：

令

可得：

其精确解为：

其中：



无阻尼时

驱动力为零时的X(t)曲线 驱动力不为零时的X(t)曲线

见Matlab程序
chapter2_driven_harmonic_oscillator_RK.m

驱动力不为零时的运
动并非简谐振动！为

什么？



阻尼项

驱动力

tFkx
t
xC

t
xm p2

2

cos
d
d

d
d w=++

m
k

=0w mC=d2 mFf =

tfx
t
x

t
x

p
2
02

2

cos
d
d2

d
d wwd =++

pe cos( ) 'cos( )tx A t A td w f w y-= + + +

2 2 2 2 2
0 p p

'
( ) 4

fA
w w d w

=
- +

， 2
p

2
0

p2
tan

ww
dw

y
-

-
=

例3. 简谐振子的受迫振动

有阻尼情况：

令

可得：

其中：

解析解为：



有阻尼时

驱动力为零时的X(t)曲线 驱动力不为零时的X(t)曲线

有阻尼情况下，驱动
力频率为简谐运动频

率！

见Matlab程序
chapter2_driven_harmonic_oscillator_RK_damp.m
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阻尼斜抛运动的数值求解

研究受空气阻力作用的斜抛运
动。设抛体质量为m，初速度
为v0，受空气阻力的大小R与速
度v的n次方成正比，即R=bvn，
其中b是阻尼系数。

将抛体视为质点，根据牛顿运动定律，抛体的运动微分方程
可以写为

2
1

2 - -n nd r vm m g bv m g bv v
dt v

-= - = -

 
  

以抛出点为原点建立直角坐标系，Ox沿水平方向，Oy沿垂
直向上。则上述运动方程可以化为

第二次作业
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对上述方程组进行降阶，令

1 2 3 4; ; ;x y
dx dyy x y v y y y v
dt dt

= = = = = =

可得：

12
2 2 2

2

12
2 2 2

2

( )

( )

n

x y x

n

x y y

d x b v v v
dt m
d y bg v v v
dt m

-

-

= - +

= - - +

1
2 21 2 2

2 2 4 2

1
2 23 4 2

4 2 4 4

; ( )

; ( )

n

n

dy dy by y y y
dt dt m
dy dy by g y y y
dt dt m

-

-

= = - +

= = - - +
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令初始条件为：

1 2 3 40; 30; 0; 50dx dyy y y y
dt dt

= = = = = =

求以下情况中抛体的运动轨迹

（1）b=0，即没有阻尼的情形；
（2）有阻尼，n=1的情形；
（3）有阻尼，n=2的情形；


